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Topics

• X:Y[Z#\#Y]Z#^`_badcde#_bfgY[hia.fgj#k]e#l[Y]j#Z#f
l]j`mi_bj#n#k[adopf
• q�j#rVa'_sftj#u�vVwdZ#j#Y
• Sierpinski Triangle

x adwd\#Y]Z#^zyd{V|p{~}��#wdm#l]ad_���<� a'_scdY]f�adf��#���#��l[j`�#�����#�#wdZi\`�#���i�
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

• �,�g� �g�s���b���d�5 s¡�� ¢g£
• ¤7¥'�g¢5¢��7¢5¦'�
• N §��b�s���s¨'�©�[�5�©ª�¦'¢5§�¡: ¬« «s d£­«b �«b ¬��¡¯®�§¯¢5�©�5¢5�g��� ª7¦t���s°5¢
• ±�¡d²s¢5�©« �´³'¢gµ·¶� d³¸¢7« ¥7¢�§��b�s����¹ �5 d£­�7¢g¦�ºz«b »�7¢g¦t¼
• ¤<½
 t�% sª���« �5�©��ª'«b�¬µ

– ¾�¿5À�Á5Â[Ã Ä�Â[ÃgÅDÆ·Ç�ÀsÁ�ÈbÉgÈ�É Â Å�À
– Ê�Æ�Ë ÈbÌ�Í·ÀbÌdÁ5Â[Ã Î�ÎbÈb¿�Ï5À7ÐgË ÈbÎbÀbÁ�ÈsÏ5Æ5Ç�À:ÈDÃ Å�ÈbË Ë ÀbÌdÁ5Â[Ã Ä

• Ñ­�©� «b¢D�7�d�· d¦¬�5��£9½»¥'�b�©¥�½��s� �·�d�E� ª'«!« ¥7¢��d�5¢5�©�b�s¢
�s¢5Ò�Ó�¢©ª��g¢D '¹'�7¢5¦ -to-�:¢5¦Ô§��b�s�7« �5�©ª��s¹©¢E�5�sÕ
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Ö È%Ã À�Î¬È%Ã À'× N Ø�Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀsÍ�Û Ú ÀbÍ»Ü

Ú ÀbÍtÙ →
Ú ÀsÍ»Ü
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

Ö È%Ã À�ÎsÈ¸Ã À'× N Ø.Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀbÍ»Û Ú ÀsÍ�Ü

Ú ÀsÍ
Ù →
Ú ÀsÍ»Ü
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Ý ÀbÎsÞ5ÌsÃ Â Æ�¿�×Eß�à.Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀsÍ�Û Ú ÀbÍ»Ü

á Æ·Ð N- Ù�Á5Â[Ã Î%Ã©× Ú À¬Í
Ù →
Ú ÀsÍ»Û
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

Ý ÀbÎbÞ5ÌsÃ Â Æ·¿�×Eß�à.Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀbÍ»Û Ú ÀsÍ�Ü

á Æ·Ð N- Ù�Á5Â[Ã Î¸ÃE× Ú ÀsÍtÙ →
Ú À¬Í»Û

8

� +���476:�9+.����=<A�+.?

Ý ÀbÎsÞ5ÌsÃ Â Æ�¿�×Eß�à.Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀsÍ�Û Ú ÀbÍ»Ü

� ÈbÌ�Í·À%Ã ÉgÁ5ÂEÃ Î'× Ú ÀsÍ
Ù →
Ú ÀsÍ»Ü
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

Ý ÀbÎbÞ5ÌsÃ Â Æ·¿�×Eß�à.Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀbÍ»Û Ú ÀsÍ�Ü

� ÈbÌ�Í·À%Ã ÉgÁ5Â[Ã Î¸× Ú ÀbÍtÙ →
Ú À¬Í»Ü
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Ý ÀbÎsÞ5ÌsÃ Â Æ�¿�×Eß�à.Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀsÍ�Û Ú ÀbÍ»Ü

á Æ·Ð N- Ù�Á5Â[Ã Î%Ã©× Ú À¬Í�Û →
Ú ÀsÍ»Ü

11

� +���476:�9+.����=<A�+.?

Ý ÀbÎbÞ5ÌsÃ Â Æ·¿�×Eß�à.Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀbÍ»Û Ú ÀsÍ�Ü

á Æ·Ð N- Ù�Á5Â[Ã Î¸ÃE× Ú ÀsÍ»Û →
Ú À¬Í»Ü
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Ý ÀbÎsÞ5ÌsÃ Â Æ�¿�×Eß�à.Ù

Ú ÀbÍtÙ Ú ÀsÍ�Û Ú ÀbÍ»Ü
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

•
� µ��zÓ'«!¥7 '½ §d �®� �Ó�£� d³¸¢7«�¥� '�¬¢ N- º�§��b�s�g�»¹ �5 ¸£� ¢5¦�º�«s »«�¥�¢�«s¢�£��: ¬�5�©�©®t¥7 d� §�� ª7¦»�7¢�¦��

• ��µ��Ô¢5�©Ód�5���b³d¢g� ®�¨d ¸¹7�g ¬Ó¸�5��¢��
– 	�
 Í�
 
��bÅDÆ�Ç·À N- Ù�Á5Â[Ã Î%Ã�� Ì�Æ·Å Ú ÀbÍtÙ�É Æ Ú À¬Í»Û�Þ!Ã Â ¿5Í Ú ÀbÍ»Ü
È%Ã�É ÀbÅDÐ5Æ�Ì�ÈsÌ�Â Ë ���gÆ5Ë Á5Â ¿5Í�ÈbÌ�ÀsÈ�
 ��Èb¿5Á�Ã Æ�Æ·¿�


• ��¢Eª7 s«s¢�µ
– fromPeg 
 toPeg

–
á ÀbÅDÐ5Æ�Ì�ÈsÌ����5Æ5Ë Á5Â ¿5Í»Ð5ÀsÍ!× otherPeg

14
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�������� "!$#��� ToH % numDiscs & fromPeg & toPeg )
{ ' ( % numDiscs

' )+*-,/.�0  �1��# . ��# . fromPeg &�2 -> 3�& toPeg
else
{

otherPeg 465�7�8:9:; 9:< =�> ?@9 otherPeg */

ToH % numDiscs -
* & fromPeg & otherPeg )��# . ��# . fromPeg &�2 -> 3�& toPeg

ToH % numDiscs -
* & otherPeg & toPeg )

}
} ACBEDGFIH�BEDJF
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

�����"�� "!$#��� ToH % numDiscs & fromPeg & toPeg )
{ ' ( % numDiscs

' )+*-,/.K0  �1��# . ��# . fromPeg &�2 - > 3�& toPeg
else
{

otherPeg 465 7�8:9:; 9:< =�> ?@9�; 9@=�L@M:< N:< O�P:M:Q 8@> ?:R�L:9:R�P�9:< 9S7 5
ToH % numDiscs -

* & fromPeg & otherPeg )��# . ��# . fromPeg &�2 - > 3�& toPeg
ToH % numDiscs -

* & otherPeg & toPeg )
}

}

Recursion
16

� +���476:�9+.����=<A�+.?

�������� "!$#��� ToH % numDiscs & fromPeg & toPeg )
{ ' ( % numDiscs

' )+*-,/.�0  �1��# . ��# . fromPeg &�2 - > 3�& toPeg
else
{

otherPeg 4 theOtherPeg(fromPeg T toPeg)
ToH(numDiscs -

* & fromPeg & otherPeg)��# . ��# . fromPeg &�2 - > 3�& toPeg
ToH(numDiscs -

* & otherPeg & toPeg)
}

}
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

U VXWXY:Z [ \"W
theOtherPeg ] pegA ^ pegB )

{ [ U ] pegA
[ _S`�a�Z bXcXW

{ [ U ] pegB
[ _edfa/Z bXcXWg cXZ V g Wfh

elseg cXZ V g Wfd
}c"i _:cj[ U ] pegA

[ _�dfa/Z bkc"W
{ [ U ] pegB

[ _G`la/Z bXcXWg cXZ V g Wfh
elseg cXZ V g Wm`Xn

}

c"i _@cf[ U ] pegA
[ _ehfa/Z b"ckW

{ [ U ] pegB
[ _edfa/Z b"ckWg cXZ V g Wm`

elseg cXZ V g Wfd�n
}

o/p/q r/s t p/uGv
18

� +���476:�9+.����=<A�+.?

fromPeg toPeg otherPeg

1 2 3
1 3 2
2 1 3
2 3 1
3 2 1
3 1 2

otherPeg Y]ftwdk[r�w�w�f x - (fromPeg y toPeg)
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

��������� 	 
��
theOtherPeg (fromPeg � toPeg )

{ 
�� ��� 
 �����
- fromPeg - toPeg )

} o/p/q r/s t p/u��

20

� +���476:�9+.����=<A�+.?

�������� "!$#��� ToH % numDiscs & fromPeg & toPeg )
{ ' ( % numDiscs

' )+*-,/.�0  �1��# . ��# . fromPeg &�2 - > 3�& toPeg
else
{

otherPeg 4 theOtherPeg(fromPeg & toPeg)
ToH(numDiscs -

* & fromPeg & otherPeg)��# . ��# . fromPeg &�2 - > 3�& toPeg
ToH(numDiscs -

* & otherPeg & toPeg)
}

}
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� +���476:�9+.����=<A�+.?

�����"�� "!$#��� ToH % numDiscs & fromPeg & toPeg )
{ ' ( % numDiscs

' ) * ,
then��# . ��# . fromPeg &�2 - > 3�& toPeg

else
{

otherPeg 4 theOtherPeg(fromPeg & toPeg)
ToH(numDiscs - 1, fromPeg & otherPeg)��# . ��# . fromPeg &�2 - > 3�& toPeg
ToH(numDiscs - 1 & otherPeg & toPeg)

}
}

Convergence
22hanoi.c

� ��� � � � ���  !�"�� # $ %&� ' � $�( ) � * � � ! ��+ � � � , -.� � � $�� ' ��! � ' � ,/" � #10/� �
i nt t heOt her Peg 2 i nt f r omPeg 3 i nt t oPeg )
{ 465�798:46; 2 < - f r omPeg - t oPeg) ;
}� ��= ' � $�( ) � * ��� ! � $/" , � � ��$�! ) ��� ' �/"., � * � $ �>$ � ? ) � � * ��! (/"�� #

-to-
"�� #>+ � $ *�/��, @ � $ ( � , $�� !>$ ! A � ��� ' ��= !  � , $�! (�B @ � ! �/"�, ! C.A � -:0&� �

DFE:G6H ToH 2 i nt numDi scs 3 i nt f r omPeg 3 i nt t oPeg )
{

i nt ot her Peg;G�I 2 numDi scs J9JLKNM
{

pr i nt f 2 O6P H - QLP H \ ; O:3 f r omPeg 3 t oPeg) ;
}
el se
{

ot her Peg J t heOt her Peg( f r omPeg 3 t oPeg) ;
ToH( numDi scs - KR3 f r omPeg 3 ot her Peg) ;
pr i nt f 2 O6P H - QLP H \ ; O:3 f r omPeg 3 t oPeg) ;
ToH( numDi scs - KR3 ot her Peg 3 t oPeg) ;

}
}

23

S�T6UFV9W1X:Y�ZN[
stdio.h>\ G ;:]:^.8 H 5`_ hanoi . c”a.b�c d e f�e f�g>h i f hkj.l m n l g o�p m l>h d i�l i q r l f e s ib/p r t q h e m t�p m l>h d i>c m u i l f�m p�v g t�m e6w

*/

int main(void)

{

int n;

printf x y�z U�{:Z:|�U9X6}:~9Z:|��F��Y:T:�6V9��� y9�6�
scanf x y1� Y y6��� U ���
T:� x UN��� �

ToH 2 ; 3�KR3��9MF�
else

printf x y6� U��9�:W9T�Y�U��F��W6X:Z�� \n");
|�Z�{�X:|6U�� �

}
testprog.c 24

��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

���� ���¡£¢¥¤ q��#a.Y]Z#Y[l]Y[wdk7l]_sY]wdZ#^ik]a§¦ba�¨#e#Y[k]wdl[ad_bwdk1©
A B

C
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��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

{�adl[a'_sopY]Z#a.opY[\ -m#j#Y]Z#l:jiu�adwdcd� fgY�\#ad�

A B

C

X

YZ
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��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

X7j�_so fgo3wdk[k]ad_zl[_bY]wdZ#^ik[adfg�

27

��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

���� ���¡ � ¤ q��#a.k]adZ#^il]� j#uDadwdcd� fgY�\#a�j#uzl[�#a.fgopwdk]k[ad_
l]_bY[wdZ#^ik]adftY]f��#wdk]u�l]�#wdl7jiu�l��#a.Y[Z#Y]l[Y]w'k7l[_bY]wdZ#^ik]ad� 28

��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

� m#m#k�w�f�w'o3a.m#_bj#cdad\#e#_ba.l]j adwdcd� f��#wd\#ad\ l]_bY[wdZ#^�k[ad�

29

��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

� m#m#k�w�fgwdopa.m#_sj#cdad\#e#_ba.l]j adwdcd� fg�#wd\#ad\ l[_bY]wdZ#^ik[ad�
30

��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

���� ���¡��
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��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

�
�d�7� ®��¬��£�¢��d�5 '�g¢5§�Ó'�5¢D��¦'�©� ªt«s t��£���� � ¢E�#«��[�b�©ª7¦d� ¢5�sÕ
32

��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

���� ���¡ �����������
	�	����
�
�
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��� =D-~/��54��`�
Sierpinski Triangle

�
�
�
� ���� ���¡�� � ����� �
�
�

� ) ' . ��� )/)�' ���  . �� � ' .  ��-�������$�
���( ���/!$�
� � ' 1�� �
Sierpinski
Triangle?

34

� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

A B

C

#%$'&%(�)+*-,%$.) Sierp / A0 B 0 C )
{

drawTriangle / A 0 B 0 C )

}

35

� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

A B

C

X

YZ

1 
 
�� �+2 � 
�� Sierp
�%3 �+4 �+576

{
drawTriangle

�%3 �+4 �+5869 )+: X ; ) midPoint / A 0 B )9 )+: Y ; ) midPoint ( B 0 C )9 )+: Z ; ) midPoint / C 0 A )

}
36

� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

A B

C

X

YZ

1 
 
�� �+2 � 
9� Sierp
�-3 ��4��+576

{
drawTriangle

�-3 ��4��+586< � ��=?> �
midPoint

�%3 ��4@6< � ��A?> �
midPoint

� 4���586< � ��BC> �
midPoint

� 5�� 3 6
????

}
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� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

A B

C

X

YZ
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� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

Z

X
A

�N��� � 	 ��� ¤
Sierp ���
	��
	����

B

C

Y

39

� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

Z

X
A

����� � 	 ����¤
Sierp ���
	���	����

B

C

Y

40

� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

Z

X
A

����� � 	 ����¤
Sierp ����	���	����

B

C

Y
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� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

A B

C

X

YZ

1 
 
�� �+2 � 
�� Sierp
�-3 ��4��+586

{
drawTriangle

�%3 �+4 �+586< � ��=?> �
midPoint

�%3 ��4@6< � ��A?> �
midPoint

� 4���586< � �+B > �
midPoint

� 5�� 3 6
Sierp / A 0 X 0 � )
Sierp / X 0 B 0 � )
Sierp / Z 0 Y 0 � )

}
42

� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

1 
 
�� �+2 � 
9� Sierp / 3 ��4���5 )
{

drawTriangle
�-3 ��4��+586< � ��=?> �

midPoint
�%3 ��4@6< � ��A?> �

midPoint
� 4���586< � ��BC> �

midPoint
� 5�� 3 6

Sierp / 3 � = � B )
Sierp / = ��4 � A )
Sierp / B � A ��5 )

}

�! !"$#&%�' ()"
#$*,+-+ ./' %0.&1�+ 2�3
Recursion
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� �5;.+<6:?52"!3- ���
Sierpinski Triangle

1 
 
�� �+2 � 
�� Sierp
�%3 �+4 �+576

{
drawTriangle

�%3 �+4 �+586< � ��=?> �
midPoint

�%3 ��4@6< � ��A?> �
midPoint

� 4���586< � �+B > �
midPoint

� 5�� 3 6
Sierp / A 0 X 0 � )
Sierp / X 0 B 0 � )
Sierp / Z 0 Y 0 � )

}

��� � ����� 2
��
�����	 < <�	 �

stop?

44

�
	���
��������������
Sierpinski Triangle

1 
 
�� ��2 � 
9� Sierp
�

level � 3 ��4���576
{ � �

/ level � MAXLEVEL � :��-)! C$')+:",%$� ) 9#" )%$
drawTriangle

�%3 ��4���576< � ��=?> �
midPoint

�-3 ��4?6< � ��A?> �
midPoint

� 4���5 6< � ��B > �
midPoint

� 5�� 3 6
Sierp

� 9 )�&�) 9!')( � 3 � = � B 6
Sierp

� 9 )�&�) 9!')( � = �+4�� A 6
Sierp (

9 )�&�) 9!')( � B � A �+586
}

}

45

�
	��*
��+���������,�
Sierpinski Triangle

1 
 
�� �+2 � 
�� Sierp
�

level � 3 ��4���576
{ � �

/ level � MAXLEVEL � :��-)! C$')+:",%$� ) 9#" )%$
drawTriangle

�%3 ��4���576< � ��=?> �
midPoint

�%3 ��4?6< � ��A?> �
midPoint

� 4 ��576< � ��B > �
midPoint

� 5�� 3 6
Sierp

�-9 )�&+) 9!')( � 3 � = � B 6
Sierp

�-9 )�&+) 9!')( � = ��4�� A 6
Sierp (

9 )�&+) 9!')( � B � A ��586
}

}

-/.10�243/.*0�215
6 (87 1&#� 97 .,' :&1�# *,+-+
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�
	���
��������������
Sierpinski Triangle

1 
 
�� ��2 � 
9� Sierp
�

level � 3 ��4���576
{ � �

/ 9 )�&+) 9 �);�<1=�>@?,A,?,>B� :��-)! C$')+:",%$� ) 9#" )%$
drawTriangle

�%3 ��4���576< � ��=?> �
midPoint

�-3 ��4?6< � ��A?> �
midPoint

� 4���5 6< � ��B > �
midPoint

� 5�� 3 6
Sierp

�-9 )�&�) 9!')( � 3 � = � B 6
Sierp

�-9 )�&�) 9!')( � = �+4�� A 6
Sierp (

9 )�&�) 9!')( � B � A �+586
}

}

C 2*D921EF.1G�3/.10�2*5
H 1$#  97 .,' :$1�# *�+-+
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�
	��*
��+���������,�
Sierpinski Triangle

1 
 
�� �+2 � 
�� Sierp
�

level � 3 ��4���576
{ � �

/ level � MAXLEVEL � :��-)! C$')+:",%$� ) 9#" )%$
drawTriangle

�%3 ��4���576< � ��=?> �
midPoint

�%3 ��4?6< � ��A?> �
midPoint

� 4 ��576< � ��B > �
midPoint

� 5�� 3 6
Sierp

� 9 )�&+) 9!')( � 3 � = � B 6
Sierp

� 9 )�&+) 9!')( � = ��4�� A 6
Sierp (

9 )�&+) 9!')( � B � A ��586
}

}
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